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RECAPITULARE

« DFT pentru un vector x:
X = Fx

- F se numeste matricea Fourier
- X se numeste transformata Fourier a lui X
- in anumite situatii vedeti X = F(x)

. complexitatea O(n?)

. FFT
X = FFT(X)

- se numeste transformarea Fourier rapida
 FFT e echivalent cu DFT, dar FFT e mai rapid

- complexitatea O(n log, n)




RECAPITULARE

« matricea Fourier F
« este liniara, este patrata, este complexa, este unitara

. inversaeste F~! = F/ (transpus si complex conjugat)
. Fx este FFT(x), F~!x = Fx este IFFT(x)
- ambele operatii sunt O(n log, n)
- FX ar fi trebuit sa fie ??7?

. F~!x ar fi trebuit sa fie 22?




RECAPITULARE

« matricea Fourier F
» este liniara, este patrata, este complexa, este unitara

. inversa este F~! = F (transpus si complex conjugat)
. Fx este FFT(x), F~'x = Fx este IFFT(x)

- pentru a garanta FF = I avem:

1
folosim —F si —F/*
n n

. sau folosim F si —F/
n

. pentru a verifica unitaritatea: ||abs(F/F) — I|| < ¢
- F conserva energia: ||Fx||, = ||x]|,

- ambele operatii sunt O(n log, n)
- FX ar fi trebuit sa fie O(n?)
« F~Ix ar fi trebuit s3 fie O(n°)




RECAPITULARE

« matricea Fourier F
« este liniara, este patrata, este complexa, este unitara

. inversaeste F~! = F/ (transpus si complex conjugat)
. Fx este FFT(x), F~!x = Fx este IFFT(x)
- ambele operatii sunt O(n log, n)
. FX ar fi trebuit sa fie O(n?)
. F~!x ar fi trebuit s fie O(n?)
« pentru noi, X este un vector real
« #(X) este in general complex (asta nu ne convine mereu)

« atunci & (X) are o simetrie
« prima componenta Fourier este media

« unele limbaje de programare au RFFT (FFT pentru X real)

 cel mai mult ne intereseaza abs(# (X))




RECAPITULARE

ideea de transformare

problema grea
(complexitate ridicata de rezolvare)

transformar transformarea
inversa directa

problema usoara
(complexitate scazuta de rezolvare)




RECAPITULARE

ideea de transformare: cazul Fourier
convolutia a doi vectori
on?

IFFT FFT
O(nlog,n (nlog, n)

inmultirea a doi vectori
O(n)

ideea: este mai usor sa rezolvi problema intr-un alt domeniu
atentie: inclusiv operatia de transformare trebuie sa fie usoara (aici domina)




RECAPITULARE

ideea de transformare: cazul Laplace (foarte folositor in inginerie)

rezolvarea de ecuatii diferentiale

| y+iT Transformata Transformata o0
f) = pr lim [ F(s)es'ds Laplace Laplace F(s) = J f(He™'dt
] T—oo )y it Inversa Directa —c0

rezolvarea de ecuatii, rationale

legatura in Fourier si Laplace?

https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace transform



https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_transform

RECAPITULARE

ideea de transformare: cazul Laplace (foarte folositor in inginerie)

rezolvarea de ecuatii diferentiale

| y+iT Transformata Transformata o0
f) = pr lim [ F(s)es'ds Laplace Laplace F(s) = J f(He™'dt
] T—oo )y it Inversa Directa —c0

rezolvarea de ecuatii, rationale

Fourier este un caz special de Laplace cand s = jw

https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace transform



https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_transform

PROCESUL DE ESANTIONARE

functia/fenomenul din realitate
f(?), cu o frecventa naturala f, Hz

lat=0, f(t)? £(0)
la t = 0.005, f(t)? £(0.005)
lat=0.01, f(t)? £(0.01)

algoritmul/aparatul care esantioneaza
cu viteza f, Hz

f[0] la momentul t =0
f[1] la momentul t = 0.005

intrebare fundamentala: f[2] la momentul t = 0.01
ce relatie trebuie sa fie intre f, si f, ca sa nu pigrdem nimic din f(2)?




REPREZENTAREA IN FRECVENTA

A x4 (n) in the time domain
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REPREZENTAREA IN FRECVENTA

« cum determin frecventa semnalului in functie de esantioane?
x[n] = Asin2zfynt,), fo =1,A=1.0,nts =0:2, samples = 40
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EXEMPLU: FRECVENTA DE ESANTIONARE f, = 7/

x[n] = Asin(2zfynt,), f,=7,nts=0:1,n=38

1.00 1 °
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x[4]=-043 5 _, ;. l
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x[6] = —=0.78 _o75- o

x[71==0.00 -1.001 | | | . |
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EXEMPLU: FRECVENTA DE ESANTIONARE f, = 7/

x[n] = Asin(2zlnt),f=7,nts=0:1,n=38

1.00 -
x[0] = 0.00 oas.
x[1] =0.78 050
q2=097
x[3] = 0.43 g 0.00 4
x[4]=-043 5 _, ;.
x[5] =—=0.97 _o5s04
x[6] = —0.78 -o075-
x[7]=—=0.00 -1.00-
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EXEMPLU: FRECVENTA DE ESANTIONARE f, = 7/

x[n] = Asin(2z8nt,),fs=7,nt;=0:1,n=38

x[0] = 0.00 R

x[1] = 0.78 SZZ A m RN
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x[4]=-043 5 [
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EXEMPLU: FRECVENTA DE ESANTIONARE f, = 7/

x[n] = Asin(2zfynt,), fo={1,8},fs=7,nts;=0:1,n=38

dor=000 I BTN )]

x[1] = 0.78 o

x[2] = 0.97 ) 0'25_

x(3]=043 3 /

x[4]=-043 E__ /T

x[5]=-097 _ .|

x[6]=-0.78 _ ...
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exista o infinitate de sinusoide care trec prin cele 8 puncte!




ALIERE

 fenomenul de aliere (aliasing) apare cand:

x[n] = sin(2rfynt,) = sinLx(f, + kf )nt,)

- rezultatul fundamental: fie frecventa de esantionare f; (esantioane
| secunda) si kK un numar intreg nenul. Atunci nu putem distinge
esantioanele unei sinusoide de frecventd f, Hz de esantioanele
unei siunsoide de f, + kf, Hz.




ALIERE (DEMONSTRATIE)

- fie semnalul continuu x(7) = sin(2xfy) cu frecventa f, pe care il
esantionam cu o rata de f, esantioane pe secunda la perioade de

1
timp constante 7, = — (07,,17,,21.,31,, ...):

A

x[0] = sin(270z,)
x[1] = sin(2z1t¢,)
x[2] = sin(2zn2t,)
x[3]

| = sin(273¢,)

x[n] = sin(2znt,)

- astfel incat esantionul x[n] are valoarea sinusoide originale la
momentul n7,




ALIERE (DEMONSTRATIE)

stim ca sin(a) = sin(a + 2zm), cu m intreg, deci avem:

x[n] = sin(2zfynt,) = sin(Lzfynt, + 2xm)

m
= sin <27r <ﬁ) + —> nts>
nt,

fie m = kn a.i. putem inlocui fractia cu k:

x[n] = sin (27: (fO + t£> nts)

apoi folosind f, = — relatia devine:
[

\)

x[n] = sin(2xfynt,) = sin (27: ( Jo+ kfs) nts>




EXEMPLU: FRECVENTA DE ESANTIONARE f, = 7/

. aliasing:fy=1,/,=7k=1 = f=f,+kf,=8
x[n] = Asin(2zfynt,), fo={1,8},fs=7,nts;=0:1,n=38
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AMBIGUITATE IN FRECVENTA
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AMBIGUITATE IN FRECVENTA
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semnalul f, = 7 kHz esantionat cu f, = 6 kHz produce o secventd a carui spectru
reprezinta simultan semnalele (tonurile): 1 kHz, 7 kHz, 13 kHz, 19 kHz ...




AMBIGUITATE IN FRECVENTA

« semnalele limitate in banda sunt semnalele a caror amplitudine
spectrala este nula in afara intervalului [—B Hz, + B Hz]

A Continuous spectrum

=

-B 0 B Freq

A Discrete spectrum

SAVAVI\VAVAS

_of —f /2 f /2 2fs Freq
B

Source: (Lyons 2004)

- semnalul continuu este discretizat aparand duplicatele in frecventa




AMBIGUITATE IN FRECVENTA

« semnalele limitate in banda sunt semnalele a caror amplitudine
spectrala este nula in afara intervalului [—B Hz, + B Hz]

A Continuous spectrum

=

-B 0 B Freq

se observa ca f, > 2B a.l.

duplicatele sunt separate la +— A Discrete spectrum

SAVAVI\VAVAS

_of —f /2 f /2 2fS Freq
B

l\)

Source: (Lyons 2004)

- semnalul continuu este discretizat aparand duplicatele in frecventa




AMBIGUITATE IN FRECVENTA

- frecventa de esantionare f, > 2B este criteriul Nyquist de

esantionare, rezultat din teorema Nyquist-Shannon, ce asigura
separarea duplicatelor in domeniul frecventei




AMBIGUITATE IN FRECVENTA

- esantionare sub frecventa Nyquist

A Continuous spectrum

Y

-B 0 B Freq

A Discrete spectrum

SAVAVI\VAVA
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ZGOMOT

Amplitude

Amplitude

1.00 1
0.75 -
0.50 -
0.254
0.00 -
~0.25 1
~0.50 1
—0.75 A

—1.00 A

0.2
Time

—0.80

—0.85 A

—0.90 A

—0.95 ~

—1.00 A

—-1.05 .
0.650 0.6

75 0.700 0.725 0.750 0.775 0.800 0.825 0.850
Time




ZGOMOT

* spectru cu zgomot

Nouse Signal of N0|se
interest
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ZGOMOT

« eliminarea zgomotului

Noise Noise
Freq fS /o fs 2 Freq
Original \ Filtered \ Discrete
continuous Analog Lowpass I continuous signal A/D samples
frequency = B Hz) /
-
-B 0 B Freq Source: (Lyons 2004)
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